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trabaja | Poblaciones [¢ncluyelas
con S|gU|entes
Muestras etapas

a partir de

las muestras se

¢

¢

Recopilacion u obtencion
Organizacioén y reduccion
Presentacion

Andlisis e interpretaciones

y con aporte de las

calculan
Estimadores ﬁ
¢ Teoriade probabilidades

¢ Distribuciones de probabilidad

¢ Distribuciones de muestreo

a partir de lo informado por la
muestra,

llevara a hacer dos tipos de ¢ Estimacion

generalizacion

sobre los

¢ Pruebade Parametros(*)
hipotesis

(*) También pueden ser no paramétricos




Ahora comenzamos con el estudiode 2 o
mas variables en simultaneo

Regresion Lineal Simple: 1 variable fijada por el
investigador (medida sin error) y la otra es aleatoria. Se
busca un modelo de funcion que explique la relacion
entre variables, me ayuda a inferir valores de Y.

Correlacion: 2 variables aleatorias. Mide |la magnitud,
grado o fuerza de asociacion entre variables.
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CORRELACION

Grafico de la Distribucion Normal Bivariada




CORRELACION

Supuestos de Correlacion:

X y Y tienen una distribucion de probabilidad conjunta
normal bivariada, esto es:

= Para cada valor de X existe una subpoblacion de
valores de Y que siguen una distribucion normal.

= Para cada valor de Y existe una subpoblacion de
valores de X que siguen una distribucion normal.




CORRELACION

Coeficiente de correlacion

Poblacional: p
B Cov(xy)
- JVar(x)Var(y)

Muestral: r

Sey  2E—-X@i—Y)
ﬁm V2 —02/X0; — §)?

r =

XX Yi)
Formula (ZXiYi n

recomendada ‘ "= \/(inz - %)\/(ny - (Z—Kl)z) C;E;:;is de

de trabajo
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CORRELACION

Ejemplos de correlacién

rcercade0 .
r< O (') ° )

No hay relacion
lineal
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CORRELACION

Coeficiente de correlacion lineal de Pearson (p )

Su estimadoresr > Y(x;i —x)(y; —v)
(coeficiente de correlacion r

muestral) B \/Z(xi — X)* \/Z(Yi —y)?

Propiedades de p

Es adimensional.

Sdolo toma valores entre [-1,1].

Cuando no hay correlacion lineal entre las variables
(incorrelacionadas)=> p = 0.

Relacion lineal perfecta entre 2 variables <& p=+10 p=-1

Excluimos los casos de puntos alineados horizontal o verticalmente.

Cuanto mas cerca esté p de +1 o -1 mejor sera el grado de relacion lineal.

Siempre gue se cumplan los supuestos tedricos.
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rtho across (-1,1)

rtho 15 -4




CORRELACION
EJEMPLO

Se seleccionan al azar 8 estudiantes a los que se les consulta sobre: El
numero de horas dedicadas al estudio de una asignatura y la
calificacion obtenida en el examen correspondiente. Designamos con
(X) a las Horas y con (Y) a la Calificacién obtenida.

Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

X 20|16 | 34| 23 | 27 | 32 | 18 | 22

Y |65 6 | 85| 7 9 /19575 8

a) Dibuje el dispersograma

b) ¢éSe puede calcular el coeficiente de correlacién? Es decir,
éambas variables son aleatorias?, si es asi ¢Cuanto vale el
coeficiente de correlacion lineal?
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CORRELACION

Estudiante| X. | Y.
1 20 | 6,5

2 16 | 6
3 34 | 8,5

4 23 | 7

5 27 | 9
6 32|95
7 18 | 7,5

8 22| 8
Total |192| 62

10

0o

Calificacion obtenida (y)

Dispersograma

Horas de estudio (x)
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CORRELACION

(ZXiYi _LXiY Xinz Yi)

Calculos r= \/(inz - %> J(Zin - %)
Estudiante | X Y. X2 Y2 X *y.
1 20 6,5
2 16 6
3 34 8,5
4 23 7
5 27 9
6 32 9,5
7 18 7,5
8 22 8
Total 192 62

13




CORRELACION

(ZXiYi _LXiY Xinz yj)

Calculos r \/(inz _@)\/(Zyﬁ _(Z—zl)z)
Estudiante | X Y. X2 Y2 X *y.
1 20 6,5 400 42,25 130

2 16 6 256 36 96

3 34 8,5 1156 72,25 289

4 23 7 529 49 161

5 27 9 729 81 243

6 32 9,5 1024 90,25 304

7 18 7,5 324 56,25 135

8 22 8 484 64 176
Total 192 62 4902 491 1534
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CORRELACION

Al ser las dos variables aleatorias se puede calcular el coeficiente de correlacion r

n=8 Sx=192 Sy=62  Sxy=1534 5x2=4902 >y2=491

_ (Z Xi Yi — innz yi)

J(Z X% — (Zzi)z) J(Z Vi — (Znﬁ)

(1534 — 22502) ) y
= \/(4902 — %) \/(491 — %) - V(294),/(10,5)

_ % G2
55,56

Como r=0,828 se puede interpretar que hay una fuerte
asociacion entre la variable (X) Horas de estudio y la
variable (Y) Calificacién obtenida.
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REGRESION

CONCEPTOS:

* Regresion simple: interviene una sola variable
independiente (- este caso veremos nosotros)

* Regresion multiple: intervienen dos o mas variables
independientes.

* Regresion no lineal: la funcion que relaciona los
parametros no es una combinacion lineal en los
parametros.

17



REGRESION

Regresion Lineal Simple

OBIJETIVO:

Hallar una funcion o un modelo matematico para predecir y
estimar el valor de una variable a partir de valores de otra,
ambas cuantitativas.

eLa variable Y: que es la dependiente (respuesta, predicha,
enddgena). Es la variable que se desea predecir o estimar.
ALEATORIA.

eLla variable X: que es la independiente (predictora,
explicativa, exdgena). Es la variable que provee las bases para
estimar Y. FIJADA POR EL INVESTIGADOR, MEDIDA SIN ERROR.

18



REGRESION

Regresion Lineal Simple

y

. E(y/x) uy,x a+ px

X1 Xo Modelo teorico

[1(y)




REGRESION

SUPUESTOS

* Los valores de la variable independiente “X” son fijos, esto
significa que son preseleccionados por el investigador, de
modo que en la recoleccion de los datos no se permite
gue varien. La variable “X” se mide sin error (se desprecia)

* Para cada valor de “X” existe una subpoblacion de valores
de “Y”. Estas subpoblaciones deben estar normalmente
distribuidas.

e Las varianzas de las subpoblaciones de “Y” son todas
iguales e iguales a la varianza del error.

* las medias de las subpoblaciones deben situarse sobre la
linea recta del modelo tedrico.

* Los valores de “Y” son independientes de los valores de
“Y” de la otra poblacion.



REGRESION

Modelo Tedrico

Hy =+ X

Ordenada Pendiente
al origen de la recta

Este modelo implica que todas las medidas
de las subpoblaciones de “Y” estan sobre Ia
misma recta.

ay 3 son los coeficientes de regresion de la
poblacion y geométricamente representan
la ordenada al origen y la pendiente de la
recta, respectivamente.

21



REGRESION

Regresion Lineal Simple
y Yi=E(y/X) = a+ S X +e

Modelo estadistico



REGRESION

Modelo Estadistico
U, =a+ pXx+e
A

* los valores de “Y” son estadisticamente independientes.
* En esta ecuacion se tiene en cuenta el término del error

o_

e .

* Los errores para cada subpoblacion estan normalmente
distribuidos con una varianza igual a la varianza comun
de las subpoblaciones de valores “Y”.

23




REGRESION
Regresion Lineal Simple

y=a+pfx+e

Hy/x = By = a+ bx

Interpretacion de los Coeficientes de Regresion:

o: es la ordenada al origen

Indica el valor medio poblacional de la variable respuesta Y cuando X es
cero. Si se tiene certeza de que la variable predictora X no puede asumir
el valor 0, entonces la interpretacion no tiene sentido.

B: es la pendiente de la linea de regresion

Indica el cambio o modificacion del valor medio poblacional de la
variable respuesta Y cuando X se incrementa en una unidad.

e=y-(a+ Bx)

e: es un error aleatorio

24



REGRESION
Estimacion de la linea de regresion usando
Minimos Cuadrados

n n
.. . 2 Se eleva al cuadrado para
Se debe Minimizar E ef = E (y; —a — Bx;)?  auenose compensen las
- diferencias
t=1 i=1
9, Z e? J Z e? Hacemeos las derivadas
Derlva ndo =0 = parciales e igualamos a 0
oa aﬂ para minimizar el error

Se obtiene un par de ecuaciones normales para el
modelo, cuya solucion produce

XX LY
a=y—bx b:(leyl <zxf->2y)
=227

n

Ordenada al origen (a
gen () Pendiente de la recta (B)
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REGRESION

Modelo estimado:

N
y =a-+ bx

Donde:
(a) es un estimador de a (ordenada al origen)
(b) es un estimador de 3 (pendiente de la recta)

Ademas
e = N(0,0%)



REGRESION

Interpretacion de los coeficientes de regresion
estimados

La pendiente “b” indica el cambio promedio estimado en
la variable respuesta cuando la variable predictora aumenta
en una unidad adicional.

“n”n

La ordenada al origen “a@” indica el valor promedio
estimado de la variable respuesta cuando l|a variable
predictora vale 0. Sin embargo, carece de interpretacion
practica si es irrazonable considerar que el rango de valores
de x incluye a cero.

La recta de regresion de mejor ajuste es valida entre el rango de valores que
nosotros tomamos, si extrapolamos hacia valores menores o mayores no

sabemos si el comportamiento sigue siendo lineal o no.
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REGRESION REGRESION LINEAL SIMPLE

Estimar los valores de y (variable dependiente) a partir de los valores
de X (variable independiente)

Yy =a+ bx

Modelo estimado

28



REGRESION

METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Yy =a+ bx




REGRESION

METODO DE MIiNIMOS CUADRADOS

Consiste en minimizar la distancia vertical entre
los puntos vy la recta de regresion

Yef =X — §1)°
Zeiz = Z()’i —a — bx;)?
> e? = f(a,b)

30



REGRESION

Derivacion

Min = Z el = Z(yi —a — bx;)*

aY e’
da

aY e’
ab

~

x/n y/n son las medias

———————q

[ Derivada respecto de a |
| I

2
(1) agaei - ZE(Yi —a—bx)(=1) =0

divido ambos miembros por -2= Z(yl —a— bxi) — 0

distribuyo la sumatoria z Vi — aE 1-0b 2 X; = 0
reacomodamos z y;i —an — b z X; = 0
z yi—Db z X; = na

XYi bXx

despejamos a _ = a
n n

|yi —bx; = a | '




REGRESION |~ - . .~ ~— =
| | Derivada respecto de b | 1 agbeg

Y e
Zbel =2y (1 —a—bx) (x)(~1) = 0

divid.o a~mbos miembros. por-2y yix; —a X; — b xlz =0 sustituimosapor A = Y — bx
distribuimos la sumatoria

ZYixi - (y—bf)in —beiz =0
reacomodamos Zyixi — :)_/ZXL + bJZin —blez =0

. Z Vi Z Xi
reemplazamos medias por x/n o y/n ViXi ——— = b X;
n

dejamos términos con b a la derecha

2
2 Vi L Xi , Xx) ,
reacomodamos yixi _—— = b xi — sacamos factor comun b
n n

T B

== CoVar xy

L0 — )i —y) _ (Z XV innzyi)
Z(xi _ 32)2 (Z xiz B (Z xi)z)/ Varg)z(
n

=2y —a—bx;)>= 0

h =




REGRESION

Casos posibles de Regresion Lineal Simple

Relacidn lineal positiva Relacidn lineal negativa

La pendiente f3
es negativa

La pendiente f3
es positiva

* Ordenada al origen O

No hay relacién

La pendiente B es 0

Linea de regresion

33



REGRESION

Retomemos el ejemplo visto en Correlacion...

Se seleccionan al azar 8 estudiantes a los que se les consulta sobre: El
numero de horas dedicadas al estudio de una asignatura y la
calificacion obtenida en el examen correspondiente. Designamos con
(X) a las Horas y con (Y) a la Calificacién obtenida.

Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

X 20|16 | 34| 23 | 27 | 32 | 18 | 22

Y |65 6 | 85| 7 9 /19575 8

c) Encontrar la Recta de regresion de Y sobre X, es decir que permita
estimar la calificacion obtenida para una determinada cantidad de
horas de estudio.

d) Estime la calificaciéon obtenida para una persona que hubiese
estudiado 28 horas.

34



REGRESION

Calculos (Z ‘v innz yi)
§/=a+bx b= (Z 12—%) a=79—bx

Estudiante | X Y. X2 Y2 X *y.

1 20 6,5

2 16 6

3 34 8,5

4 23 7

5 27 9

6 32 9,5

7 18 7,5

8 22 8
Total 192 62 4902 491 1534
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REGRESION

Calculos

Estudiante X Y. X2 Y2 X *y.
1 20 6,5 400 42,25 130
2 16 6 256 36 96
3 34 8,5 1156 72,25 289
4 23 7 529 49 161
5 27 9 729 81 243
6 32 9,5 1024 90,25 304
7 18 7,5 324 56,25 135
8 22 8 484 64 176

Total 192 62 4902 491 1534
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REGRESION
Calculamos b:
n=8 Sx=192 Sy=62  Sxy=1534 $x2=4902 Sy2=491

_ 2 — )i — ) _ (inyi B innzyi)
2(x; — x)? (inz _%)

b

(1543-"222) 44 — 01565

=
(4902_(1982) ) 294

b =

Calculamosa: a=y; — b%="— 01565 = 3,99

¥y = a + bx=3,99+0,1565X

Reemplazamos x por 28 y obtenemos:
$=3,99+0,1565*28=8,37

La calificacion obtenida por un estudiante que dedico 28
horas de estudio sera de 8,37.
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[EY
o

Calificacion obtenida

o N b O O

Dispersograma

10 20
Horas de estudio

30

40
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REGRESION

Calificacion

10

Dispersograma

°
00 ®
.
.
°®

10

20
Horas de estudio

30

40
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INFERENCIA EN
CORRELACION



INFERENCIA EN CORRELACION

Correlacién:
hipotesis para el coeficiente de correlacion
— 4-
Hy:p =0
1- J 7 a/2 1
Hi:p#+0 -
- _t t
2- o=..... Regla de decision...
En correlacion solo podemos contrastar la hipdotesis
3- ; _rn-— 2 de p = 0 contra p # 0; no se pueden usar valores
n-2 — tuales. Para eso se usa otra variable pivotal (no la
V1 — 72 pun P
I—r vemos en esta materia)

gl: n-2 (por los parametros a y B)
n: cantidad de pares de valores

41



INFERENCIA EN CORRELACION

Ejemplo

Una compania de seguros considera que el numero de
vehiculos (Y) que circulan por una autopista, puede ponerse
en funcidn del numero de accidentes (X) que ocurren en
ella. Durante cinco dias se obtuvo los siguientes resultados

x | 5| 721109
v |15 7 | 10| 8 | 20

a) Calcule el coeficiente de correlacion.
b) Pruebe la hipdtesis de que no existe correlacion entre
esas dos variables utilizando un nivel de significacion del 5%



INFERENCIA EN CORRELACION

Calculos

(Z XiYi — %2 Vi xinz yi)

T =

-2 e -2

Y. X.2 Y.2

=
Q)
wn

15

10

b WiN|F
O [N (o [ X
~

20

24 60




INFERENCIA EN CORRELACION

Calculos

Dias X Y. X2 Y2 X. *y.
1 5 15 25 225 /5
2 7 7 49 49 49
3 2 10 4 100 20
4 1 8 1 64 8
5 9 20 81 400 180

24 60 160 838 332

44




INFERENCIA EN CORRELACION

a) Al ser las dos variables aleatorias se puede calcular el
coeficiente de correlacion r

n=5 Sx=24 Sy=60 Sxy=332 5x2=160 Sy’= 838
x. .
(Z Xi Vi — 2 lnzyl)

\/(Z X% — (Z;ii)z)\/(z yi® — (Znﬁ)

r =

(332 24 : 60) ) y L
_ \/(160 _ (2;1)2) \/(838 _ 6T02) - J(44,8)/(118) 7271

= 0,605

Como r=0,6051 se puede interpretar que hay una débil
asociacion el numero de vehiculos (Y) que circulan por una
autopista, y el nUmero de accidentes ocurridos (X) .



INFERENCIA EN CORRELACION

b) Pruebe la hipdtesis de que no existe correlacidon entre
esas dos variables utilizando un nivel de significacion

del 5%
0 4_
1- foip = -1 1,
Hy:p #0 t=+/- 3,1824
Regla de decision
2- a =0,05
Rechazo H,si tcal 23,184 6
LT n—2 tcal £-3,1824
3- " Vi—r2
gl: n-2 No rechazo H, si

n: 5 (en este caso)

ol 3 -3,1824< tcal < 3,1824



INFERENCIA EN CORRELACION

5- Calculos
r=0,6051

_r/n—2 06051V5 -2
tcalculado = V1—r2 - \/1 — 0,60512

= 1,316

6- Como t . .40 S€ €Ncuentra -3,1824<t cal < 3,1824

No rechazo H,

Conclusién: Con un nivel de significacion del 5% no tengo
evidencias suficientes para rechazar la hipodtesis nula por lo
gue se supone que no existe asociacion entre las variables
numero de vehiculos (Y) que circulan por una autopista, y el
numero de accidentes ocurridos (X)
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INFERENCIA EN REGRESION

Estimadores

-2

S0

a=NE(@) =aV(a) = Sze(—

1
b= N(E()=B;V(b) = Sze(z(x ey

X(x —x)?

= i > (2()&- —-y)* - bz(xi —X) (i — 37))
§%, = — (Z(yi — =2 ) (- @2)

— 2
Y =NE®D) = a+px V(@) = 52, (_ (%o x))

52,




INFERENCIA EN REGRESION

Error estandar de la estimacion
Se o Sy/x

Mide la dispersion o alejamiento promedio de los
puntos con respecto a la recta estimada.

1
5% = mz(% — 9)?

1
$2 = (Z(yi = =b ) (=B - y))

5%, = —— (Z(yi — 2= ) (- x)2>

50



INFERENCIA EN REGRESION

Desviacion tipica del
coeficiente de regresion

Se

R

Sp

Intervalo de confianza para el
coeficiente de regresion (b)

BE{bttsy}; t con (n—2)gl

51



INFERENCIA EN REGRESION

Sea X el volumen de precipitacion pluvial -lluvia (m3) e Y el volumen de
escurrimiento (m3) en determinado lugar. Se realizaron 15 observaciones que
se muestran en la tabla siguiente:

No. Observ. X Y
1 5 4
2 12 10
3 14 13
4 17 15
5 23 15
6 30 25
7 40 27
8 47 46
9 55 38

10 67 46
11 72 53
12 81 70
13 96 82
14 112 99
15 127 100 52




INFERENCIA EN REGRESION

a.-Dibuje el dispersograma.

b.-Calcule el coeficiente de correlacion e interprete en
términos del problema.

c.-Encuentre la recta de minimos cuadrados. Realice una
estimacion puntual en x =50 e interprete en términos del
problema.



120

[EEY
o
o

00}
o

y (volumen de escurrimiento en m?3)
H (@)
o o

N
o

INFERENCIA EN REGRESION

20

40

60

80

100

X (Volumen de lluvia en m?3)

120

140

54



INFERENCIA EN REGRESION

No. Observ. X Y X2 Y2 XY
1 5 4 25 16 20
2 12 10 144 100 120
3 14 13 196 169 182
4 17 15 289 225 255
5 23 15 529 225 345
6 30 25 900 625 750
7 40 27 1600 729 1080
8 47 46 2209 2116 2162
9 55 38 3025 1444 2090
10 67 46 4489 2116 3082
11 72 53 5184 2809 3816
12 81 70 6561 4900 5670
13 96 82 9216 6724 7872
14 112 99 12544 9801 11088
15 127 100 16129 | 10000 | 12700

TOTAL 798 643 63040 | 41999 | 51232
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INFERENCIA EN REGRESION

Coeficiente de correlacion

Sxy 2 =)y — )

T VSxx+/Syy } VIE —X)2 X — 7)?

n=15 >x=798 >y=643  Sxy=51232 >x?*=63040 >y?=41999

(ZXM _ %) _ 170244
\/ (inz - %) \/ (zyiz - %) - /(20586,4)4/(14435,7335)

r =

B 17024 4
"= 143479 « 120,1488

= 0,98755
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INFERENCIA EN REGRESION

120

=
o
o

[0}
o

Y (volumen escurrimiento)

N
o

y = 0,827x - 1,1283
R2 = 0,9753

& . 2

(Excel)

Lineal (Y (volumen de
* PY escurrimiento))

20 40 60 80 100 120 140

X (volumen de lluvia)

Para x=50, La estimacion puntual para la respuesta
media de y es: 40,2548063
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INFERENCIA EN REGRESION

d- Realice |la prueba de hipodtesis mas
importante en Regresion utilizando un
nivel de significacion de 0,05



INFERENCIA EN REGRESION

Prueba de hipotesis para el
coeficiente de regresion 3

—

HO:B= O 4-
1- —

T3=-216  113=2,16

2- a=0,05 o
Regla de decision

3- Variable pivotal )
P Rechazo H,sitcal 22,16 6

b = IB También se tcal < -2,16
t — ~ t puede usar para
S (n-2)  hipdtesis con
| tual i
b valorespuntuales N o rechazo H, si

gl: n-2 -2,16<tcal < 2,16

n: 15 (en este caso)
gl: 13



INFERENCIA EN REGRESION

5-Calculos

n=15 x=798 Sy=643  >xy=51232 Sx2=63040 Yy2= 41999

1 X yi)? XX LYi
ol ()

Y

/

57,406

1 \ 3
S%, = 13 |14435,73 — 0,82697(17024,4)] = = 2

13

o __ S _ TG
P /30 —0)? /205864

= 0,0365

7,46
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INFERENCIA EN REGRESION

Prueba de hipdtesis para el coeficiente de regresion 3

e b-p Regla de decision
Ho.ﬂ—o t:S—z (n-z) g
Hy: 70 b Rechazo H,si
a= O'W'OS/Z tcal 22,16 6
a= 0,05 tcal £-2,16
Excel b3
t t13,0975=2,16 No rechazo Hj si

0,8269 — 0 -2,16< tcal < 2,16
tcalculado = 00365 = 22,64

6- Decision: Como tcal es >2,16 Rechazo Ho.

Conclusion: Con un nivel de significacion del 5% tengo evidencias suficientes
para suponer que existe una relacion funcional poblacional donde, el
volumen de escurrimiento esta en funcion del volumen de precipitacion
pluvial, o que sea, por cada metro3 que se incrementa la precipitacion el
volumen de escurrimiento se modifica o cambia el valor medio poblacional.

61



INFERENCIA EN REGRESION

e-Encuentre un intervalo de confianza para
la pendiente poblacional.

Utilice una confianza de 0,95 e interprete
en términos del problema.



INFERENCIA EN REGRESION

Intervalo de confianza para el coeficiente de Regresion

P(b = ttn-2,0/2)Sp <B < b+ ttn_z1-a/2)5) =1—a

0,82697 — 2,16 * 0,0365 < 8 < 0,82697 + 2,16 * 0,0365

(0,74< 3 <0,9)

Con una confianza de 95 %, podria decir que el intervalo

(0,74; 0,90) m3/m?3 encerraria al verdadero valor de la pendiente de la
recta de regresion. Esto es, con una confianza de 95 %, podria decir que
el intervalo (0,74; 0,9) m3/m3 encerraria al verdadero cambio del
promedio poblacional del volumen de escurrimiento, para un aumento
unitario en el volumen de lluvia.
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ANOVA EN REGRESION

ANALISIS DE LA VARIANZA
(ANOVA)
EN
REGRESION LINEAL SIMPLE



ANOVA EN REGRESION

Regresion Lineal Simple

Objetivo:

Hallar una funcion o un modelo matematico para predecir y
estimar el valor de una variable a partir de valores de otra,
ambas cuantitativas.

La variable Y: que es la dependiente (respuesta, predicha,
enddgena). Es la variable que se desea predecir o estimar vy

La variable X: que es la independiente (predictora,
explicativa, exégena). Es la variable que provee las bases
para estimar
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ANOVA EN REGRESION

Modelo teodrico:

,u%:a+,8>(

* Este modelo implica que todas las medidas de las
subpoblaciones de “y” estan sobre la misma recta.

*ay 3 son los coeficientes de regresion de la poblaciéon y
geomeétricamente representan la ordenada al origen vy la
pendiente de la recta, respectivamente.



Regresion Lineal Simple
y Yi=E(y/X) = a+ S X +e

Modelo estadistico



ANOVA EN REGRESION

Modelo estimado:

N\
y =a-+ bx

Donde:
(a) es un estimador de a

(b) es un estimador de 3

Ademas

e = N(0,0%)
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ANOVA EN REGRESION
ANALISIS DE LA VARIANZA EN

REGRESION LINEAL SIMPLE

Yy =a-+bx
y yi y
______ EW{ s
}y—y R
}_} _/

=
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ANOVA EN REGRESION

Analisis de Varianza en el analisis de regresion

¥ El enfoque desde el analisis de varianza se basa en la
particion de sumas de cuadrados y grados de libertad
asociados con la variable respuesta Y.

% Lavariacion de los Y; se mide convencionalmente en
términos de las desviaciones

(Y; = Y7)

x La medida de la variacion total SC,,, es la suma de las
desviaciones al cuadrado

> =Ty
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ANOVA EN REGRESION

Desarrollo formal de la particion

Consideremos la desviacion

(Y; = 1;)

Podemos descomponerla en

;- =F-"+-1)
m Q )

(T): desviacion total

(R): es la desviacion del valor ajustado por la regresion con respecto
a la media general

(E): es la desviacién de la observacion con respecto a la linea de
regresion
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ANOVA EN REGRESION

REGRESION LINEAL SIMPLE

Estimar los valores de y (variable dependiente) a

partir de los valores de X (variable independiente)

y

y

a—+ bx

yi—)y

=
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ANOVA EN REGRESION
Desarrollo formal de la particidon

Gi-N=F-"N+ -1

Si consideramos todas las observaciones y elevamos al cuadrado para que
los desvios no se anulen:

Y G=1= )T 0= 90 + 0= 9P

Desarrollando el cuadrado del binomio obtenemos:

D =12 = =92 +2) Gi= 9@ - N+ ) (Fi-7)
Si consideramos en el segundo término: ¢ =i~ Vi
20—V —y) =xe(i—y) = Le(a+bx;) -y Xe=
= az e; + bz eix; =0 e, es independiente de x;

Aplicando propiedad distributiva el 2do término se anula quedando

D =72 =Y =92+ ) (fi-5) 73

E R




ANOVA EN REGRESION
REGRESION LINEAL SIMPLE

/N
Estimar los valores de y (variable y — a —|— bX

dependiente) a partir de los valores de X
(variable independiente)

y yi

A9

____________________________ L — Y-y

=
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ANOVA EN REGRESION

Desarrollo formal de la particion

Si consideremos todas las observaciones y elevamos al cuadrado para que los
desvios no se anulen

2 2 2
Y G=1) =) @=T) + ) (-
SCtOt Screg SCer

(SC,.;): Suma de cuadrados total
(SC
(SC,,): Suma de cuadrados del error

Dividiendo por los grados de libertad, (n-1), (1) y (n-2),

respectivamente cada suma de cuadrados, se obtienen los
cuadrados medios del analisis de variancia.

reg): SUMa de cuadrados de la regresion

Cada uno de estos cuadrados medios tiene una distribucién x2



ANOVA EN REGRESION

Suma de cuadrados debido a la regresion

SCregresion = z(?i - 7)2

A — _
Reemplazamos Yy = a + bx ytambién Y = 4 + bx

Obtenemos SCregresion = z(a + bx; — (a + bx ))?

Cancelamos “@” SCregresiéon = z(bxi — bx)?

SCregresion = b? z(xi — x)*?



ANOVA EN REGRESION

Estimacion de la varianza de los términos del error (c2)

SCerror=Z(Yi - }7)2 = Z(Yl —a-— bxi)z = e; 2

También se puede obtener por diferencia

SC,. =SC, .- SC

error regresion

SCror=S (Y — 9)2 = 2% — )2 = %(%; - 7)°

Reemplazando SCerror=Z(Yi _ Y)Z _ b2 Z(xl _ ‘f)z
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ANOVA EN REGRESION

Estimacion de la varianza de los términos del error (c?)

La suma de cuadrados del error, tiene n-2 grados de libertad
asociados con ella, ya que se tuvieron que estimar dos

parametros.

Por lo tanto, las desviaciones al cuadrado dividido por los
grados de libertad, se denomina cuadrados medios

oy SCe _Elae;
* n-2 n-=2

52, = — 2<Z(yi == b ) —x>2>

Donde CM es el Cuadrado medio del error_o cuadrado
medio residual. Es un estimador insesgado de ¢?

78



ANOVA EN REGRESION
Tabla del analisis de varianza

Fuentes Grados Suma
Cuadrados
de de de Medi E(CM) F
Variacion | Libertad | cuyadrados €dios
Debidoala | 1 SCRegresion | CMReg= 2 4 p2 2
regresion SCReg/1 et b Z<x %) Clg[l\};eg
e

Debido al n-2 SCerror CMe= G2

e
Error SCe/(n-2) \
Total n-1 scTotal | - | ceemee- \

AN
Hy:B=0 . \\\\\

S6lo se puede usar o
Hl: B *+ (0 para estas hipotesis cp

qué?
a=... / 1,02

Regla de decision
CMRegresic’m

Fi,n-2) = CMgoor Rechazo H,si Fcal > Ftabla

No rechazo H, si Fcal <Ftabla
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ANOVA EN REGRESION
Tabla del analisis de varianza

Fuentes de Grgglos Suma Cuadrados
Variacion Libertad | de Cuadrados Medios F
Debido a la 1 5 _., | CMReg=SCReg/1
regresion b z(xi —X) CMReg
CMe
Debido al Error n-2 SCerror CMe=SCe/(n-2)
Total n-1 Z(Yi 2 |

§%, = — (Z(yi = =B ) —@2)

2o m
Hi:B#0

. Fana
a=... Regla de decision

F ~ CMpegresion Rechazo H,si Fcal > Ftabla
R —

No rechazo H, si Fcal <Ftabla



ANOVA EN REGRESION

Sea X el volumen de precipitaciéon pluvial -lluvia (m3) e Y el volumen de
escurrimiento (m3) en determinado lugar. Se realizaron 15 observaciones que se
muestran en la tabla siguiente:

No. Observ. X Y
1 5 4
2 12 10
3 14 13
4 17 15
5 23 15
6 30 25
7 40 27
8 47 46
9 55 38

10 67 46
11 72 53
12 81 70
13 96 82
14 112 99
15 127 100
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ANOVA EN REGRESION

ANOVA en Regresion

H, =0
H,: 5#0 F ~ (Mregresion a= 0,05
1 ﬁ L(n-2) = CMError

o= 0,05 F(l, 15-2)
Suma de Valor
Fuentes de Grados de Cuadrados .
.., . cuadrado . F critico
variacion libertad Medios
S de F
Regresion 1 14078,72| 14078,7216 | 512,65 4,667

Error n-2=15-2=13 |357,0116| 27,4624372

Total n-1=15-1=14|14435,73

Ftabla: F1,13;0,95= 4,667. Como el valor de F calculado es mayor que 4,667
rechazo la hipodtesis nula.

Conclusion: Con un nivel de significacion del 5% tengo evidencias suficientes para
suponer que existe una relacion funcional poblacional donde, el volumen de
escurrimiento esta en funcidén del volumen de precipitacion pluvial, o que sea, por
cada metro3 que se incrementa la precipitacion, se modifica o cambia el valor medio
poblacional del volumen de escurrimiento.
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ANOVA EN REGRESION
F de Snedecor

La distribucion F es una distribucion continua que relaciona dos
variables aleatorias independientes con distribuciones de chi-cuadrado,
cada una dividida entre sus grados de libertad. La distribucion F es
asimétrica hacia la derecha y es descripta por los grados de libertad de
su numerador (v,) y denominador (v,).

P(Fnl,nz > Fnl,nz,p) =P

F (indice de varianza) Distribucion

08 F RN RN 7 Mumeradorg. N, =Grados de libertad del
06 ] numerador
oal ] n,=Grados de libertad del

densidad

L ] denominador

L. ) g - : . ,
O Estad tabulada

En ANOVA en regresion
F F=CMreg/CMerror
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ANOVA EN REGRESION

Busqueda en la tabla F

Valores criticos de la distribucion F (cola superior)

alfa= 0,05 I

o= 0,05

AN

F

Fi1, 13=4,667

| n, | grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 16 20
1 161,45] 199,50 215,71 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88 | 242,98 | 243,91 | 245,36 | 246,46 | 248,01 | .
2 18,513] 19,000 19,164 | 19,247 19,296 19,330 19,353 | 19,371 19,385 19,396 | 19,405 19,413 | 19,424 | 19,433 | 19,446
3 10,128| 9,552 | 9277 | 9117 | 9,013 | 8941 | 8,887 | 8,845 | 8,812 | 8,786 | 8,763 | 8,745 | 8,715 | 8,692 | 8,660
4 7,709 | 6944 | 6,591 | 6,388 | 6,256 | 6,163 | 6,094 | 6,041 | 5999 | 5964 | 5936 | 5912 | 5873 | 5844 | 5803
5 6,608 | 5,786 | 5409 | 5192 | 5050 | 4950 | 4876 | 4818 | 4,772 | 4735 | 4704 | 4678 | 4636 | 4604 | 4558
6 5,987 | 5143 | 4757 | 4534 | 4387 | 4284 | 4207 | 4147 | 4099 | 4,060 | 4,027 | 4,000 | 3,956 | 3,922 | 3,874
7 5,591 | 4737 | 4347 | 4120 | 3972 | 3,866 | 3,787 | 3,726 | 3,677 | 3,637 | 3,603 | 3,575 | 3,529 | 3,494 | 3,445
8 5,318 | 4459 | 4066 | 3,838 | 3,687 | 3,581 | 3,500 | 3,438 | 3,388 | 3,347 | 3,313 | 3,284 | 3,237 | 3,202 | 3,150
9 5117 | 4256 | 3,863 | 3633 | 3482 | 3374 | 3,293 | 3,230 | 3,179 | 3137 | 3,102 | 3,073 | 3,025 | 2,989 | 2,936
10 | 4965 | 4103 | 3,708 | 3,478 | 3,326 | 3,217 | 3,135 | 3,072 | 3,020 | 2978 | 2943 | 2913 | 2,865 | 2,828 | 2,774
11 | 4844 | 3982 | 3,587 | 3,357 | 3,204 | 3,095 | 3,012 | 2948 | 2,896 | 2854 | 2818 | 2,788 | 2,739 | 2,701 | 2,646
12 | 4747 | 3,885 | 3,490 | 3,259 | 3,106 | 2,996 | 2913 | 2,849 | 2,796 | 2,753 | 2,717 | 2,687 | 2,637 | 2,599 | 2,544
I 13 | 4667 | 3,806 | 3411 | 3,179 | 3,025 | 2915 | 2,832 | 2,767 | 2,714 | 2671 | 2635 | 2604 | 2554 | 2,515 | 2,459
14 | 4600 | 3,739 | 3,344 | 3,112 | 2958 | 2,848 | 2,764 | 2,699 | 2,646 | 2602 | 2,565 | 2,534 | 2,484 | 2,445 | 2,388
15 | 4543 | 3,682 | 3287 | 3,056 | 2901 | 2790 | 2,707 | 2641 | 2,588 | 2544 | 2507 | 2475 | 2424 | 2385 | 2,328
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ANOVA EN REGRESION

Prueba de hipotesis para el coeficiente de regresion [3

e b-p Regla de decision
H,: =0 t= . ~t,, g
H;: f#0 b Rechazo H,si
o= O,W,%/z tcal 22,16 6
o= 0,05 tcal <-2,16
t13

t13;0,975=2,16 No rechazo H, si

0,8269 — 0 -2,16< tcal < 2,16
Lealculado = 0 0365 = 22,64

6- Decision: Como tcal es >2,16 Rechazo Ho.

Conclusidn: Con un nivel de significacion del 5% tengo evidencias suficientes
para suponer que existe una relacion funcional poblacional donde, el volumen
de escurrimiento esta en funcidon del volumen de precipitacion pluvial, o que
sea, por cada metro3 que se incrementa la precipitacion se modifica o cambia
el valor medio poblacional del volumen de escurrimiento.




ANOVA EN REGRESION

Coeficiente de Determinacion (R?)

Esta suma de variaciones tiene una propiedad que permite escribir:

Y -1 =) =92+ Y (7= 5)’

SCyora= SCorrer +SC

error regresion

Dividimos a ambos miembros por SCiotal

S Ctotal . S Cerror S Cregresién
S Cto tal S Ctotal S Ctotal

1 = \) Cerror
S Ctotal

S Cre gresion

S Ctotal

+

(-9 2Nk - 0)?

R? = —— = _
X =Y X —-Y)?
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ANOVA EN REGRESION

Coeficiente de Determinacion (R?)

La razon de la variacion explicada a la variacion total se
llama Coeficiente de Determinacion.

Y(H-9) b2 Nk — %)
X -2 XY - V)2

RZ

Si la variacion explicada es cero, es decir, la variacion total es
toda no explicada, esta razon es cero.

Si la variaciéon no explicada es cero, es decir, la variacion total
es toda explicada, la razén es uno.

En los demas casos la razdn se encuentra entre 0 y 1. Puesto
que la razén es siempre no negativa, se denota por R?
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ANOVA EN REGRESION

Coeficiente de Determinacion (R?)

y
yi"—________—‘__'—_______——_T”TT _______ P ] SRy
;o varacionno Variacion
5 7 explicada | total
l ° Variacionf  Yi =Y
-explicada
- | Y=Yy
y o ¢ -
O
O
oo
> X
~ N2 _
R2 — Z(Yi — 3’) _ b? ¥(x; — x)*

Y, -2 X(Y; - Y)?
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ANOVA EN REGRESION

Formato de line:

Opciones de linea de tend

o O O O & Q .
Dispersograma T Dispersograma N (e o[ o
pciones nea de te
g™ . 2. 7 o1
= 100 = f— Serie "Y" W E 4 _'} Exponencial
o Relleno Contorno Z| g0 & -
E B0 - | “E 80 .. / ® Lineal
£ ¥ . E g —

o § 60 ® Eliminar E 1] - 0 /_ () Logaritmica
E 40 * %® ® <|£| Restablecer para hacer coincidir €l estilo § 40 . /\) » [l
— o . ! Palindmica

x - oV
g 20 % dll Cambiar tipo de grafico de series S *
£ ok X ) £ b - /4 O Potencial
T:c: o L% B seleccionar datos... % 0 * M oo
2 0 20 10 &0 — 2 20 40 50 80 100 10 140 W O Media mevil
X (volumende lluvi — =~ X (volumen de lluvia en m?) = )
o o Agregar etiquetas de datos 5 o o Mambre de la linea de te
Agregar linea de tendencia... . ® Automtico
< i o -
¥ Darformato a serie de datos.. Presentar ecuacién en el grafico
Presentar el valor R cuadrado en &l
Dispersograma gréfico
— 120 _
T y =0,827x - 1,1283
2 _ .
g 100 R = 0,9753 o .‘.."‘ { ]
o o
)
S =0 ..
S ®.-
60 e
3 e
o e . e
v 0 "o
©
: ..-’ .
GEJ 20
T )
o
=)
— Pt
S o
> 0 20 40 60 80 100 120 140

X (volumen de lluvia en m3)
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ANOVA EN REGRESION

Coeficiente de Determinacion (R?)

Es importante saber que el resultado del coeficiente de
determinacion oscila entre O y 1. Cuanto mas cerca de 1 se
situe su valor, mayor sera el ajuste del modelo a la variable
gue estamos intentando explicar.

El coeficiente de determinaciéon, se define como Ila
proporcion de la varianza total de la variable explicada por
la regresion.

Calcule el coeficiente de determinacion del ejemplo que se
viene desarrollando.

90



ANOVA EN REGRESION

Coeficiente de Determinacion (R?)

Y (¥ — 3’) b2 Y(x; — %)?
2 — 2 Y(Y; = Y)?

RZ

Recordemos que: Y = —1,1283 + 0,827x

y que J(inz ZX‘)) =,/20586,4 \/(zyiz (Zy‘ )\/14435733

p23(% —7)" 08272 » 20586,4

R2 = _ —
Y(Y; —Y)? 14435,733

= 0,9753

El 97,53% de la variabilidad esta explicada por el modelo de regresion
entre las variables volumen de lluvia y volumen de escurrimiento.
La variacion total de la variable Y es explicada por el modelo de regresion.
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ANOVA EN REGRESION

Un ingeniero encargado del area de calidad de una empresa
manufacturera, desea analizar la vida util de una herramienta
de corte (el tiempo que mantiene una calidad aceptable de
funcionamiento) para presentar un plan de reemplazo. Ya que
sin duda, las herramientas de corte pueden determinar el éxito
o fracaso de un proceso de mecanizado.

Las herramientas de corte mas
conocidas son: brocas, fresas,
limas, sierras, herramientas de
tornear, etc.

Brocas

helicoidales
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ANOVA EN REGRESION

Teniendo en cuenta que la vida util se ve afectada por
varios aspectos como: el ambiente operacional, las
condiciones de produccion o de mantenimiento y el
desgaste presentado por su uso, decide comenzar a
investigar la relacion funcional entre la velocidad de corte
(metros por minuto) y el tiempo de vida (horas de uso) de
la herramienta. Para ello tomd herramientas nuevas, del
mismo tipo, y a cada una (al azar) las sometid a diferentes
velocidades de corte registrando en cada caso la vida util
en horas. Los datos recogidos se muestran en la tabla:



ANOVA EN REGRESION

Velocidad Vida
(Metros por minuto) (Horas)
20 8,7
20 9,5
25 8,5
25 7,7
25 8,4
30 7.3
30 6,1
30 7.3
35 6,8
35 5,7
35 6,1
40 4,3
40 4,2

XX =390 2x2=12250 2y = 90,6 2y? = 663,9
n=13 Xy = 2591 5



ANOVA EN REGRESION

Defina las variables. Realice el diagrama de dispersion.
Analice la relacion funcional entre estas dos variables.

Y: duracion de la herramienta, es decir el tiempo de vida util (en horas).
Es la variable respuesta, dependiente, predicha o enddgena. Es la
variable que se desea predecir o estimar.

X: velocidad de corte (en m/min), que es la independiente (predictora,
explicativa, exdgena). Es la variable que provee las bases para estimar
En este caso la variable independiente es controlable, es decir la fija el
experimentador o el operario de la maquina.



ANOVA EN REGRESION

Dibujar el diagrama de dispersion

10
9 .
8 * ¢
.
7 *
g ot
© 5
S 4 y
3
2
1
O | | | |
0 10 20 30 40 50
Velocidad

Se observa que cuando aumenta la velocidad de corte (metros/minuto)
disminuye el tiempo de vida (horas) de la herramienta. También se observa
qgue la relacién funcional podria ser estimada por una recta.
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ANOVA EN REGRESION

Suponiendo gue la poblacion sobre la que se ha tomado la muestra (de tiempos de vida
tiene distribucion normal para cada velocidad prefijada) realice las siguientes
actividades:

a)Halle la recta de regresion por el método de los minimos cuadrados luego dibujela en
el diagrama de dispersion.

n=13 Xx =390 3¥x2=12250 Xy =90,6 Xy2=663,9 IZxy=2591

n inzyi
> Xy, - 390 %906
4 n 2591 - 222
b=+ - b= 319302 - 515207 = -0,2309
)2 12250 —
n 5 (ZXI) 50 13
2N =
i1 n
y — b 20,6 0,2309 290 13,897
a=vy—bx = — — * =
Y =3 7 13 '

y = 13,897 — 0,2309x




ANOVA EN REGRESION

Vida atil

[EY
o

O P N WP Ul O N 0 O

y =-0,2309x + 13,897

g RZ=0,9027
2 \
0\ .
T~
2
2NO 3‘0 4‘0 50

Velocidad

98



ANOVA EN REGRESION

Pruebe la hipodtesis mas importante para decidir si continua con el
analisis del problema de regresion. Concluya e interprete. Use o= 0,05.

La Prueba de hipdtesis mas importante es la del para el coeficiente de
regresion f3

t——b'ﬂ

g )
H, =0 °
IED oo o
a= 0,05 t,;

t11;0975=2,201

Regla de decision

Rechazo H,si tcal 22,201 6 tcal £-2,201

No rechazo H, si
-2,201< t cal < 2,201



ANOVA EN REGRESION

Calculos
[Z y;2 & yl)2 _ b (Z X,y — DES Zyl)]

n

90,62

SZQ=E[663,9— —( 0,2309) * (—127)|= 0,287

g2 _Sé Sé 0,287
b~ Z(x x)2 _sz—(Zx)Z/n_ 550

= 0,000522

$2,=0,287  S,=0,02286
t_, = (-0,2309 -0)/0,02286 t., =-10,1006

Comot., <-2,201 rechazo Ho

Conclusidn: Con un nivel de significacion del 5 % tengo evidencias suficientes
para suponer que existe una relacion funcional poblacional del tiempo de vida
util de la herramienta en funcion de la velocidad de corte, o que sea, por cada
metro/minuto que se incrementa la velocidad de corte se modifica o cambia el
valor medio poblacional del tiempo de vida util de la herramienta.



ANOVA EN REGRESION

Obtenga un intervalo de confianza del 95% para el coeficiente de regresion.

Intervalo de confianza para el coeficiente de Regresion

P(b = th_z:1-a/2Sp < B < b+ ty_2,1-a/25p )1«

(-0,281214< B < -0,180585)

Con una confianza de 95 %, podria decir que el intervalo

(-0,2812 ; -0,1805) horas/(metros/minuto) encerraria al verdadero
valor de la pendiente de la recta de regresion. Esto es, con una
confianza de 95 %, podria decir que el intervalo (-0,2812 ; -0,1805)
horas/(metros/minuto) encerraria al verdadero cambio del
promedio poblacional del tiempo de vida de la herramienta, para
un aumento unitario en la velocidad de corte.



ANOVA EN REGRESION

a) Seleccione un punto del diagrama de dispersiéon e indigue la
desviacion sin explicar, la explicada y la total.

b) Plantee las hipdtesis correspondientes.
c) Plantee la regla de decisidon con a= 0,05

d) Concluya en términos del problema empleando los valores que se
observan en la tabla.

e) Compare los resultados con el item b).



ANOVA EN REGRESION

Vida util

[HN
o

OFRP NWPMOUGIO N OO

desviaciéon no explicada L
P desviaciénTotal

desviacion explicada

10 20 30 40
Velocidad

50
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ANOVA EN REGRESION

ANOVA en Regresion

H,: p=0 005 F _ CMRegresién
. a= ) 1;(7’1—2) -
H,: p#0 CMError
ANALISIS DE VARIANZA
Grados de Suma de Promedio de los - Valor critico de
libertad cuadrados cuadrados F
Regresion 1 29,3254545 29,3254545 102,01004 4,844
Error 11 3,16223776 0,28747616
Total 12 32,4876923
Regla de decision
a=005 F(1;11)yuna probabilidad ala derecha de 0,05.
Rechazo Hosi F > 4,844
Fi13-2) No rechazo Hosi F_, < 4,844

Conclusidn: Con un nivel de significacion del 5 % tengo evidencias suficientes para suponer que
existe una relacion funcional poblacional del tiempo de vida util de la herramienta en funcion de la
velocidad de corte, o que sea, por cada metro/minuto que se incrementa la velocidad de corte se
modifica o cambia el valor medio poblacional del tiempo de vida util de la herramienta.

104



ANOVA EN REGRESION

Se obtiene la misma respuesta con ambos métodos.

Esto se debe, y tedricamente se demuestra que una
(distribucidon t con n-2 grados de libertad)? es equivalente a
una distribucion F con 1 y n-2 grados de libertad.

Si toma el valor critico de la t= 2,2010 vy lo eleva al cuadrado
obtiene el valor critico de la F= 4,844401. Si ambas pruebas
se realizan con un software estadistico veremos que los p
valores (probabilidad a la derecha del punto calculado) son
iguales.



SIMULACION DE REGRESION

Modelo de Regresion Lineal Simple

m La ecuacion de regresion lineal poblacional es:
Yi —_0 +B X +(C,'i

= Variable respuesta o dependiente: Y,

= Coeficiente de interseccion poblacional: a

= Coecficiente de regresion poblacional: f

m Variable predictora, regresora o independiente: X,

m Hrror aleatorio no observable: ¢



SIMULACION DE REGRESION

Evolucion de r y R?, y el respectivo diagrama de dispersion

Animacion:
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Variable independiente (explicativa)
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SIMULACION DE REGRESION

|
Intervalos para diferentes valores de x bandas
y > de
confianza
) /uy‘x
— Intervalo de

confianza para la
media de y, dado x,

K )z Xp X

A medida que los valores se alejan del centroide (X, y)
las estimaciones de ¥ son mas imprecisas
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